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2 国間の国際貿易を伴う景気循環モデルに関する研究ノート：4 次元の Hopf 分岐定理の適用 ( 野崎）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 　　野崎　道哉

1．はじめに

　Lorentz (1987) は，開放マクロモデルに添った動学的経済システムを検討する単純な IS-LM モデル

を展開した。我々は，2 国間の国際貿易を考慮した動学的マクロモデルを，4 次元の Hopf 分岐定

理を適用することによって拡張する。第 2 節では，国際貿易を伴う Kaldor-Lorentz 型景気循環モデ

ルについて解析的に分析する。第 3 節では，本稿から得られた結論と残された課題を示す。

 

2． 2 国間の国際貿易を伴う景気循環モデル：解析的アプローチ

　第 2 節では，Lorentz(1987;1996) によって展開された 3 国間の国際貿易モデルを 2 国モデルに集

約し，4 次元の Hopf 分岐定理を用いて均衡の小域的安定性について解析的に展開する。

記号法：yi=i 国 (i=1,2) における実質国民所得， Ii= i 国 (i=1,2) における実質投資， Si = i 国 (i=1,2) にお

ける実質貯蓄， Mi = i 国 (i=1,2) における名目貨幣供給 ( 外生変数 )， pi= i 国 (i=1,2) における物価水準 

( 外生変数 )，Li=i 国 (i=1,2) における貨幣需要，ri= i 国 (i=1,2) における名目利子率，πi
e =i 国 (i=1,2)

における期待インフレ率 ( 外生変数 ).
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記号法：��=i 国(i=1,2)における実質国民所得, ��= i 国 (i=1,2)における実質投資, ��= i 国 

(i=1,2)における実質貯蓄, ��= i 国(i=1,2)における名目貨幣供給(外生変数), ��= i 国(i=1,2)
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���
�� = �����(��, �� − ���) − ��(��) � ���(��) − ���(��)�, �� > 0  

���� > 0, ���� < 0, 0 < ���� � 0, ����� > 0, ���� > 0               (1) 

���
�� = �����(��, �� − ���) − ��(��) � ���(��) − ���(��)�, �� > 0  

���� > 0, ���� < 0, 0 < ���� � 0, ����� > 0, ����� > 0              (2) 

���
�� = ��(��(��, ��) − �� �����������), �� > 0,			 ���	��� > 0, ������ < 0                (3) 

���
�� = ��(��(��, ��) −�� �����������), �� > 0,			 ���	��� > 0, ������ < 0                (4) 

 

 (1)式 は第 1 国の財・サービス市場の超過需要を表す動学方程式である。(2)式は第 2
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(2)

(3)

(4)

　 (1) 式 は第 1 国の財・サービス市場の超過需要を表す動学方程式である。(2) 式は第 2 国の財・サー

ビス市場の超過需要を表す動学方程式である。 (3) 式は第 1 国の貨幣市場の超過需要を表す動学

方程式である。 (4) 式は第 2 国の貨幣市場の超過需要を表す動学方程式である。 

 ( 仮定１) 偏微係数の符号は以下のとおりである :

( 仮定 2 ) システムにおけるすべての関数は微分可能であり，投資関数以外のすべての関数は線形

で定義されている。投資関数はカルドア型の非線形性を有する関数として定義されている。

( 仮定 3 ) 空間 {(y1 ,y2, r1  , r2) |y1>0, y2>0, r1>0, r2>0 } における均衡 (y1*, y2*, r1*, r2*) が存在する :

(5)

( 仮定 4 ) 均衡において , すべての a1, a3> 0 について， （I1y1 － S1y1 － IM1y1）と ( I2y2 － S2y2 － IM2y2 ) 

は正であるが，十分に小さくなければならない。
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(H1) それはパラメータのクリティカルな値��において純虚数になるとき、すなわち 
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Hopf 分岐定理 ( 存在部分 )

以下の一般的なシステムを考える。

そして妥当な間隔において各々αについて，一般的なシステムは分離された均衡点 ye = ye（α）

を有するとしよう。( ye （α）, α ) において評価された y に関する φのヤコビ行列が以下のような

特性を持つと仮定する。

(H1) それはパラメータのクリティカルな値α0において純虚数になるとき，すなわちθ(α0 )= 0 のと

き，一組の共役複素固有値θ(α ) ±  iω(α)を持つ。それに対して， ( ye （α0 ）, α0  ) においてゼロの

実部を持つ固有値がそれ以外に存在しない場合には，ω(α)         ≠ 0 である。

(H2) 

その場合には，(H) は周期解を有する。

  

Hopf 分岐定理の存在部分が循環の性質について示しているので，本質的に様々な可能性が存在す

る。一方は， α＞α0のとき ye （α ）        から安定的なリミット・サイクルに向かってスパイラルな軌道

が存在することである。これは，超臨界 Hopf 分岐 (supercritical Hopf bifurcation) と呼ばれている。

他方は，α＜α0のときに，すべての軌道が ye （α ）   に向かってスパイラルな不安定なサイクルが存

在するということである。これは，劣臨界 Hopf 分岐 (subcritical Hopf bifurcation) と呼ばれている。

他の可能性も存在する (1)。

全ての偏微係数が均衡点において評価されているとする。我々はパラメータβを固定する。ヤコ

ビ行列の特性方程式 (6) は，4 次元のシステムである。4 次元のシステムにおいて，我々は Asada 

and Yoshida (2003) による有用な定理を用いることができる。(2)

浅田＝吉田の定理 (Asada and Yoshida ,2003)

(i) 以下のような多項方程式

(6)

は，もし以下の条件（A） あるいは（B） のいずれか一方が満たされている場合にのみ，1 組の純虚

根および非ゼロ実部を持つ 2 根を有する：

85

2 
 

国の財・サービス市場の超過需要を表す動学方程式である。 (3)式は第 1 国の貨幣市場

の超過需要を表す動学方程式である。 (4)式は第 2 国の貨幣市場の超過需要を表す動学

方程式である。  

 

 (仮定１) 偏微係数の符号は以下のとおりである: 
���� > 0, ���� < 0, 0 < ����, ����� > 0, ����� > 0 

���� > 0, ���� < 0, 0 < ����, ����� > 0, ����� > 0 

	���� > 0, 	���� < 0, ���� > 0, ���� < 0 

 

(仮定 2) システムにおけるすべての関数は微分可能であり、投資関数以外のすべての関

数は線形で定義されている。投資関数はカルドア型の非線形性を有する関数として定義

されている。 
������ < 0	���	�� > ��∗, and ������ > 0	���	�� < ��∗ 
������ < 0	���	�� > ��∗, and ������ > 0	���	�� < ��∗ 
 

(仮定 3)空間{(��,	��,	��,��) |��>0, ��>0, ��>0, �� > 0} における均衡(��*, ��*,��*,��*)が

存在する: 

J* = �
��� ��� ��� 0	
��� ��� 0 ���
��� 0 ��� 0

					0 ��� 0 ���					
�                                           (5) 

��� � ��(���� � ���� � �����), ��� � ������� > 0,	��� � ������ < 0, 
���=�������>0, ���=��(���� � ���� �	�����), ���=��	���� < 0, 

��� � ��	���� > 0 , ��� � ��	���� < 0,			���=��	���� > 0, ��� � ��	���� < 0. 

 

(仮定４ )均衡において , すべての��, �� > 0 について、����� � ���� � ������ 	と 

(���� � ���� �	�����) は正であるが、十分に小さくなければならない。 

 

Hopf 分岐定理(存在部分) 

以下の一般的なシステムを考える。 

��
�� � �(�,�)												(�) 

そして妥当な間隔において各々αについて、一般的なシステムは分離された均衡点 

��=��(�)を有するとしよう。(��(�), �) において評価された y に関する� のヤコビ行列

が以下のような特性を持つと仮定する。 

(H1) それはパラメータのクリティカルな値��において純虚数になるとき、すなわち 

3 
 

�(��)=0 のとき、一組の共役複素固有値�(�) � ��(�)を持つ。それに対して、 

(��(��)� �� )においてゼロの実部を持つ固有値がそれ以外に存在しない場合には、

�(�) � �である。 
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(ii) 多項方程式 (6) は，以下の条件の組合せ (c ) が満たされている場合にのみ，1 組の純虚根および

負の実部を持つ 2 根を有する：

  (C )  and

ここで，

a1 , a2 , a3 および a4 は，各々α１,α2            , β1 , β2 の関数である。

パラメータが変化して均衡が失われるとき，Hopf 分岐が生じる。
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＝������� − ���� − �����)�� ( ���� − ���� −	����� )－�������������� − �������������＋
������� − ���� − �����)	��	���� － ���������	���� ＋ ������� − ���� − �����)	��	���� －

��������	���� ＋ ����	��������� − ���� − �����) － ����	���� ( ���� − ���� −	����� ) －

��	������	����＋���������	����＋��	������	����＋��	������	����  
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��� 0 ���
0 ��� 0
��� 0 ���
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��� ��� 0
��� ��� 0
0 0 ���

�－�
��� ��� 0
0 ��� ���
0 ��� ���

�－�
��� ��� ���
0 ��� 0
��� 0 ���
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 ＝－{��������� − ���������}－{��������� − ���������}－{��������� − ���������} 

－{���������―���������} 
＝－{��(���� − ���� −	�����)	��	������	���� − ��	������	������	����} 

－{�� ����� − ���� − ��������	������	���� − ��������	������	����} 

－ { ������� − ���� − �����)�� ( ���� − ���� −	����� ) 	��	���� − ������� − ���� −

  �����)��	������	����}－{�� ����� − ���� − ��������(���� − ���� −	�����) 

	��	���� − ��������(���� − ���� −	�����)��	����	} ＞0 (仮定４より) 

��＝det J*＝������������ − ������������－������������ 

－������������－������������＋������������＋������������ − ������������  
＝ ������� − ���� − �����)	�� ( �������� −	����� ) 	��	������	���� － ������� − ���� −

�����)	��	������	������	���� － ��������������	��	������	���� － �������� ( �������� −
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��� ��	� ��および	��		は、各々��� ��	� ��� ��		の関数である。 
パラメータが変化して均衡が失われるとき、Hopf 分岐が生じる。 

 

命題 1. (仮定 1) ～(仮定 4)の下で、 もしパラメータαが分岐値に近接しているならば、

�� > ���	� �� > ���あるいは	�� � ���	� �� � ���の場合には、動学体系(1)－(4)の均衡の

周りで少なくとも 1 つの閉軌道が存在する。 
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ゼロに同値である実根は存在しない。 

 次に、	α を分岐パラメータとして想定し、Routh-Hurwitz 条件が満たされる初期値を
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2 国間の国際貿易を伴う景気循環モデルに関する研究ノート：4 次元の Hopf 分岐定理の適用 ( 野崎）

命題 1. ( 仮定 1 ) ～ ( 仮定 4 ) の下で， もしパラメータαが分岐値に近接しているならば，α１＞α10,

α2 ＞α20 あるいはα１＜α10, α2 ＜α20 の場合には，動学体系 (1) － (4) の均衡の周りで少なくとも 1

つの閉軌道が存在する。

( 証明 )  

動学体系の小域的安定性を証明する際に，非常に有用な定理は Routh-Hurwitz の定理である。4 次

元の場合において，もし a1 , a2 , a3 ,a4 > 0 および a1 a2 a3 － a1
2a4 － a3

2> 0 ならば，固有値の実部が

負であるということが示される。もし a1 , a2 , a3 ,a4 > 0 および a1 a2 a3 － a1
2a4 － a3

2> 0 であり，共

役複素根の実部がゼロであることが示されるならば，ゼロに同値である実根は存在しない。

　次に， αを分岐パラメータとして想定し，Routh-Hurwitz 条件が満たされる初期値を仮定する。( 仮

定４) によって，αの限界的増加は a1 における限界的減少を意味する。 

さらに， αの限界的増加は a3 の限界的増加に導く。

 

= － {()}

－ {}

－ {()} － {()

()} ＞ 0

 － { ()}

－ {}

－ {()} － {()

()} ＞ 0

 =() －－－ () ＜ 0

 =() －－－ () ＜ 0
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仮定する。(仮定４)によって、αの限界的増加は��	における限界的減少を意味する。  

���
�	�� = －����� − ���� − ������	< 0, 

���
�	α� � −����� − ���� −	������ � � 

さらに、α の限界的増加は��の限界的増加に導く。 

���
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－ { ����� − ���� − ��������   ( ���� − ���� −	����� ) 	��	���� − ����� − ���� −

  ��������	������	����}－{����� − ���� − ��������(���� − ���� −	�����)	��	����  

−��(���� − ���� −	�����)��	����	}＞0 

���
���＝ －{ (���� − ���� −	�����)	��	������	���� −	������	������	����} 

－{�� ����� − ���� − ��������	������	���� − ��������	������	����} 

－ { �� ����� − ���� − ������ ( ���� − ���� −	����� ) 	��	���� − �� ����� − ���� −

  ������ ������	����}－{�� ����� − ���� − ������(���� − ���� −	�����)	��	���� 

−������(���� − ���� −	�����)��	����	}＞0 

  

���
��� = ����� − ���� − �������� ( �������� −	����� ) 	��	������	���� － ����� − ���� − 

������	��	������	������	���� － ������������	��	������	���� － ������ ( �������� − 

	�����)	��	������	����＜0 

���
���  = �� ����� − ���� − ������ ( �������� −	����� ) 	��	������	���� － �� ����� − ���� −

������	������	������	���� － ������������	��	������	���� － ������  ( �������� − 

	�����)	��	������	����＜0 

 

5 
 

仮定する。(仮定４)によって、αの限界的増加は��	における限界的減少を意味する。  

���
�	�� = －����� − ���� − ������	< 0, 

���
�	α� � −����� − ���� −	������ � � 

さらに、α の限界的増加は��の限界的増加に導く。 

���
��� = －{��(���� − ���� −	�����)	��	������	���� − ��	������	������	����} 

－{����� − ���� − ��������	������	���� − ������	������	����} 

－ { ����� − ���� − ��������   ( ���� − ���� −	����� ) 	��	���� − ����� − ���� −

  ��������	������	����}－{����� − ���� − ��������(���� − ���� −	�����)	��	����  

−��(���� − ���� −	�����)��	����	}＞0 

���
���＝ －{ (���� − ���� −	�����)	��	������	���� −	������	������	����} 

－{�� ����� − ���� − ��������	������	���� − ��������	������	����} 

－ { �� ����� − ���� − ������ ( ���� − ���� −	����� ) 	��	���� − �� ����� − ���� −

  ������ ������	����}－{�� ����� − ���� − ������(���� − ���� −	�����)	��	���� 

−������(���� − ���� −	�����)��	����	}＞0 

  

���
��� = ����� − ���� − �������� ( �������� −	����� ) 	��	������	���� － ����� − ���� − 

������	��	������	������	���� － ������������	��	������	���� － ������ ( �������� − 

	�����)	��	������	����＜0 

���
���  = �� ����� − ���� − ������ ( �������� −	����� ) 	��	������	���� － �� ����� − ���� −

������	������	������	���� － ������������	��	������	���� － ������  ( �������� − 

	�����)	��	������	����＜0 

 



－ 6 －

　

　　　　の符号は曖昧であるが，分岐値α0の存在は，a1 a2 a3 － a1
2a4 － a3

2 = 0 の論理的な帰結と

ともに表れざるを得ない。

(5) 式のヤコビ行列式は，分岐値α10, α20   において 1 組の純虚固有値を持ち，ゼロの実部を持つ

固有値は存在しない。

α１＞α10, α2 ＞α20 について， a1 a2 a3 － a1
2a4 － a3

2 は負である。その場合には，a1 a2 a3 － a1
2a4 －

a3
2 を保証する共役複素根 　　　　　　　　　　　　になりえない。

その場合には，α１＜α0 について，1 組の共役複素根の実部は非ゼロである。α１＜α10, α2 ＜α20

において閉軌道が生じる場合は，劣臨界ケースと呼ばれる。この場合には閉軌道は安定的な不動

点を包摂し，軌道は反発する。均衡は α＞α0 において不安定になり，閉軌道は存在しない。その

場合に，( 仮定 1 ) ～ ( 仮定 4 ) の下で， もしパラメータαが分岐値に近接しているならば，α１＞α10,

α2 ＞α20 あるいはα１＜α10, α2 ＜α20 の場合には，動学体系 (1) － (4) の均衡の周りで少なくとも 1

つの閉軌道が存在する。 □

3．結論と今後の課題

　本稿では，2 国間の国際貿易を伴う Kaldor － Lorentz 型の景気循環モデルを，4 次元の Hopf 分岐

定理を適用することによって展開した。各々の国に関して，(i) 国際貿易を伴う財・サービス市場

の超過需要を表す動学方程式，および (ii) 貨幣市場の超過需要を表す動学方程式の 2 次元の動学

方程式体系を展開し，2 次元× 2 国の 4 次元の動学方程式体系を分析した。

我々は単純化のために，何らかの外生的な理由によって，第 1 国の実質国民所得が均衡水準より

も減少する場合を考える。第 1 国の実質国民所得の減少は，第 1 国の投資需要，貯蓄を減少させ，

第 1 国の輸入を減少させる。更に，第 1 国の実質国民所得の減少は第 1 国の貨幣需要を減少させ，

第 1 国の利子率を低下させる。第 1 国の輸入の減少は，第 2 国の輸出を減少させ，第 2 国の実質

国民所得を減少させる。第 2 国の実質国民所得の減少は，第 2 国の投資需要，貯蓄を減少させ，
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増加する。何らかの外生的な理由によって、第 1 国の実質国民所得が均衡水準よりも増

加する場合についても同様に考察できる。 

今後の課題として、国際貿易を伴う 2 国間の景気循環モデルの解析的アプローチをふ

まえて、数値シミュレーション分析を展開することである。 
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2 国間の国際貿易を伴う景気循環モデルに関する研究ノート：4 次元の Hopf 分岐定理の適用 ( 野崎）
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　〔注〕

(1) G. Gandolfo(2009), p.481.
(2) Ibid., pp.481-482.
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